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(Continuacion)

Si una funcion queda finita para todos los valores finitos de
la variable, como asimismo todas sus derivadas consecutivas, el
desarrollo, por la férmula de Taylor, es siempre igual a la fun-
cion. En este caso se puede considerar el desarrollo como
w@énticamente igual a la funcion.

Otras espresiones de la resta

Hagamos X —a=ux en la formula de Taylor, ésta se convierte
en la siguiente

S (a+x)=1(a) +

(a) + f”(a)+

I la espresion de la resta es

Re f "‘“(“_“__z)_)_ fo () de

I - ¢
Sea
Z—a=ux
TOMO XCITI 8
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Se tendra

Rz————:;:ﬁ- [I (1—z)*-1fr(a+ux)du
— i}

Consideremos (fig. 2) un sistema de tres ejes rectangulares
QU Y Z i dos cilindros Ci C cuyas ecuaciones son

y=(1—u)e~:
s=(I—u)""Pf" (a+ux) .

El volimen comprendido entre los tres planos de coordena-
das i los dos cilindros tiene por valor

7

. V= 'I(‘I—u‘)“"f“ (a+ux) du
Fig 2 }o
Z Este volumen puede eva-

luarse de otra manera; es
igual, en efecto, al producto
de la base del cilindro C,
paralelo a OZ, por cierta
altura igual a la lonjitud de
una de las alistas limitadas
por el cilindro ¢/, paralelo
a O). La lonjitud de esta
alista tendra una espresion
como la siguiente

¥ (1—=6P-?f2(a+6x)

i. en esta espresion, A es un coeficiente comprendido entre 0 i 1,
El irea de la base es, por otra parte

I
, I
( (1—n)p-"du=—
Jo 7
L.uego

1 Sl
SEECT s(a+6ux
F S )
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Llevando este valor de V7 en el segundo miembro de R se
obtiene

2y S e

A5 1.2...(2—1) 0

Es la espresion dada por Roc/e.
Si en esta ultima se hace p=# se obtiene

Xt
1.2...n

R=

" (a+0x)
Es la espresion dada por Lagrange.
Por fin si p=1, se obtiene

R= 0 (I_e)n—x

I.2...(72—1) /" (at8)

Es la espresion dada por Caucly.

Es bien claro que los valores de 6 que figuran en estas tres
féimulas no son iguales; se ha conservado sin embargo la mis-
ma letra para indicar que, en las tres férmulas, 6 representa
un coeficiente indeterminado, comprendido entre o i 1.

Férmula de Mac-Laurin
Si se hace a=0 se obtiene la férmula de Mac-Laurin.
x 7 xz (4
F@)=/0) +—/ ©)+—5/"(0)+...

Las espresiones de la resta son en este caso.

Xn I
R=——_1.2...(7z—1) fo (1—u)n-1 fn (ux) du

— x" (1=6)"-e :
1‘3_1,2... (n—1) 2 /™ (6x) Roche
R=1 ;“ ) Lagrange

n(p—@)n-rt :
R=%(T(74')—I) fn (91’) ‘ ‘Cfiuchy
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CAPITULO 1V

PROPIEDADES DEL DESARROLLO DE TAYLOR EN LAS ABCISAS
: CRITICAS

Sea 4 una abcisa critica de la funcion /(X). Segun la defini-
cion, dada mas arriba, la funcion o una de sus derivadas se hace
infinita cuando .Y =+. Para fijar las ideas, supondremos que la

derivada de drden ¢ sea la primera de las derivadas de f (X)
que se hace infinita cuando X=y.
En la férmula de Taylor

1) S =S+ 2L f )+ by

supondremos tambien, para fijar las ideas, que @ es positivo i y
mayor que a.

Para todos los valores de X comprendidos entre @ i y el pri-
mer miembro de (1) es igual al segundo, (es una consecuencia
del teorema demostrado en el capitulo anterior), luego, para los
mismos valores de X, las derivadas consecutivas de los dos
miembros de (1) son tambien iguales entre s{ i se tiene

(2) fo(X)=/1 @+ 22 poor () + LD aaio)s.

Hagamos en esta formula X =+ —¢, los dos miembros que-
daran iguales, cualquiera que sea el orden de pequefiez de ¢;
por hipétesis el primer miembro tiende hdcia el infinito cuando
e tienda hacia cero, luego tambien el segundo miembro tiende

hécia ¢l infinito cuando e tiende hacia cero i se tiene, en el
l{mite

3) ==/i(a)+

.

Y= fq+1(a)+ ('YI_:)E /q+é(a)+.“

Consideremos otra derivada /P (X), se tendrd tambien

@ FrX=re @+ T2 gy + LoD oy
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Esta férmula serd exacta como (1) para todos los valores de
X comprendidos entre @ i y. Cuando X=vy—¢, los dos miem-
bros quedan iguales cualquiera que sea el 6rden de pequefiez
de ¢, luego en el limite se tendrd tambien

o )=r® @+ X% pi(a) + L2 ey

Si p es menor que ¢ el primer miembro es finito, pues se ha
supucsto que f9(X) es la primera de las derivadas de f (.XX)
que se hace infinita cuando X =+, por consiguiente, en este
caso, el segundo miembro es una serie converjente.

TEOREMA 1.

St f9(X) es la primera de las derivadas de f(X) que se hace
wmfinita cuando X =+, la serte [ (y) es estrictamente diverjente.

En efecto la serie /9 (y) tiene una suma infinita i la serie
/97 (v) una suma finita. La razon entre los términos de rango
n—g+11in—gdelaserie f9(y) es

yoy—e /(@)
n—g Jfoia)

I }a razon entre los términos de rango n—g+2in—g+1 de
la serie /- (v) es

S __y=a_ @ _ =g
n—g+1  froi(a) n—g+1

St todos los términos de la sevie tiemen el mismo signo, se
podré escribir, cuando # es mui grande

N r=| 0]
7
Luego

lim # =I—-¢M—
»”

Por hipdtesis, la serie f4 (y) es diverjente, por consiguiente

lim ¢ (2) < 1
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I la serie £9-* (y) es converjente, luego

lim [¢p{z)+1] > 1

O bien
lim ¢ (#) >0

Se deduce de ahi que el limite de ¢ (#) es comprendido en-

tre 0 i I, por consiguiente la serie /9 () es estrictamente diver-
jente.

TEOREMA II.

S7 una funcion [ (X) se desarrolla bajo la forma de una serie
estrictammente diverjente cuando x=-y, las integrales de £ (X)
dan series conveyjentes i las devivadas sevies diverjentes pava el
mismo valor de .X. )

En efecto, la razon entre los términos de rango #—g+1 i
n—gq de la serie 79 (y) es

yoy—a J'(a)
n—q Jf" Xa)

I la razon entre los términos de rango z—p+1inz—p de la
serie /P (y) es

,ooY=e JfUa) _ n—g
R M N
Si s¢ pone
lim 7 =1 ——(/—)%l
Se ticne

lim ¢, = 1 — PPN L A7)
7n 7

Por hipdtesis se supone que el limite de ¢ (%) es comprena
dido entre 01 1, i se tiene

lim \ (2)=lim ¢ (#)+g—p
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Si p es menor que ¢ el limite de v (%) serd mayor que I
luego la serie /P (y) es converjente; en este caso /P (X) es una
de las integrales de /9 (X).

Si p es mayor que ¢ el limite de - (#) es negativo, luego la
serie /P (y) es diverjente; en este caso, /P (X) es una de las de-
rivadas de /9 (X). '

COROLARIO.— Una funcion cualquiera, sus derivadas i sus in-
tegrales tienen las mismas abcisas criticas; luego la integral de
una funcion sevd ignal ala integral correspondiente del desarrollo
de Taylor si, entre los lmites de la integracion, no existen abcisas
criticas.

TEOREMA I1I.

Si v es una abeisa critica de la funcion f(X); el desavrollo de
Taylor, aplicado a esta funcion o a una cualquiera de sus deviva-
das, da una servie converjente solo cuwando X —a queda menor en
valor absoluto que v —a. ‘

Sea en efecto /P (X) una cualquiera de las derivadas de

J(X)ir, larazon de los términos de rango n—p+1 i #—p del
desarrollo; se tiene

_X-a f(a)
=g @

O bien, si se compara al valor de 7, deducido del desarrollo
de /* (y)-

X—a .
#g= o 7y
! o ’ . X"‘a
El limite de 7, es uno, luego el limite de 7, es ==
y—

La serie fP(X) serd, por consiguiente, converjente si X —a es
menor, en valor absoluto, que y—a.

NoTA.—Sea (fig. 3) AB la curva cuya ecuacion esy=/(X);
OC=+ una abcisa critica i OD=a; OFE una abcisa tal que
ED=DC. El teorema III limita el desarrollo de f (.X) segun las
potencias de X' —a, a los valores de X' comprendidos entre OF

i OC.
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Consideremes una abcisa como OP, fuera de los liimites a-ig-
nados i tal que entre OF i 0D no exista abcisa critica. Se ha

demostrado que el
desarrollo de Taylor
es igual a la funcion
cada vez que en el
intervalo X —a, no
existe abcisa critica.
Luego parece haber
aqui una contradic-
cion.

La contradiccion
es solo aparente; en
efecto, hai dos clases
mui distintas de se-
riesdiverjentes: unas
en que lasumadelos
términos crece inde-

finidamente, otras indeterminadas formadas de términos con

signos alternados.

El desarrollo de Taylor aplicado al valor X = OP daria pre-
cisamente una serie indeterminada, ésta puede representar la
ordenada A/P pero no tiene ninguna utilidad, pues es impo-

sible determinar su suma.

En restimen, el teorema 111 da dos especies de limites: uno
fuera del cual el desarrollo no representa la funcion i otro fuera
del cual el desarrollo no tiene ninguna utilidad préctica.

CAPITULO V

APLICACION DE LA FORMULA DE TAYLOR A ALGUNOS

DESARROLLOS

Desarrollo de eX

Esta funcion no tiene ninguna abcisa critica, pues ningun
valor finito de .\ hace infinita, sea la funcion, sea una cualquiera
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de sus derivadas. El desarrollo de Taylor serd por consiguiente
igual siempre a la funcion.
Todas las derivadas de eXson iguales a ¢X, por consiguiente

f@)=f (a)=F"1a)="..=e?
X—a=zx

Sea

La férmula de Taylor nos dard

. atx_— ,a i xz xs
(1) i ‘ <I+ T 1.2.3 i
Cuando a=o0
x 532 779
2 ef=Itr ot T23 T

Luego se verifica la relacion caracteristica de las funciones

esponenciales.
EFE=GR 5T

Cuando se habrdn calculado 7 términos de la serie, la resta
R serd igual, segun la espresion de Lagrange, a

x® Ox

R=—2__,
1.2...7

Se ve que esta resta tiende hdcia cero, cualquiera que sea x,
La serie (2) es por consiguiente siempre converjente, i esto se
averigua inmediatamente si se observa que la razon entre dos

términos consecutivos es igual a -1 tiende hécia cero.

En otros términos la relacion (2) debe ser considerada como
una identidad.

Desarvollos de sen X 7 cos X

Estas dos funciones no tienen tampoco abcisas criticas; las
derivadas consecutivas de sen X son

+cos X,—sen X, —cos X,+sen X,+cos X.,. etc.
ilas de cos X

—sen X, —cos X,+sen .\, +cos X,—sen X... etc.
‘TOMO XCIII 9
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Se ve que, ni la funcion ni sus derivadas, se hacen infinitas
para ningun valor de X. Se tendrd ahora si se hace

X=a+zx

x? e
T2 T T234

sen (a+x)=sena ( =

5% g7 [ x a5
cos(a+x)=cosa(1-—E+;.—2—.—3.—;,..>—sena<l—— +)

\ x 2 )
)+cosa(\l——l-2.3+.../

\

Cuando a=0

5

P 25
senxr=— — ————+ ...
I 1.2.3
(3)
x2 'ZA
coOsSxr=1— +

1.2 1.2.3.4° "

Por consiguiente

sen (a4 ¥)=sen @ cos ¥+ cos @ sen x

cos (a+4x)=cos a cos ¥—sen a sen-x

Se obtienen pues las relaciones caracteristicas de las funcio-
nes sen ¥ i cos X.

Cuando se habrdn calculado # términos de cada serie, las res-
tas tendrdn por valor, segun la espresion de Lagrange:

FFITRT sen
1.2...(2n#+1) cos

(6 %)

I

Se ve que A tiende siempre hicia cero, cualquiera que sea z.
Las series (3) son, por consiguiente, siempre converjentes i
las relaciones (3) se deben considerar como identidades,

.

Desarrollo de LX

Esta funcion tiene una abcisa critica X =0, luego si se hace
X =x+a el desarrcllo de Taylor serd converjente para los va-
lores de x comprendidos entre—a i + a.
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Se tiene ahora

F(X)=LX
S (X)=r=X~
f(X)= =X~

S (X)=+2 X"

f;’l (X)=(— )" r 2.3 (n—1) X0

Por consiguiente

2

TR I 3 1 xt

x
LGta)=Laty—— ot 5 o~ T
Hagamos a=1

xz xS xi
L(l+x)=2—— + - +..
(@) (1+2)=z—F-+ L -2

De ahi se deduce

\

97 77 TR 122 I 2B noo e
I —_— ) —— ———— — —_——
L( + a ) a 2 a? + 3 ad 4 at

Luego
L(x+a)=La+L < 14 -z—>

Es la relacion caracteristica de la funcion Z.X.
Discusion de la serie (4)

Ya se sabe que el segundo miembro representa la funcion
cuando x es menor que 1 en valor absoluto.

Se averigua ficilmente que, entdnces, la serie es converjente,
pues la razon entre dos términos consecutivos es

7

P .
w41





















































































